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1. Theorie van Hadamard over machtreeksen van eindige orde op de
convergentiecirkel,

(Vgl, J. Hadamnrd: Essai sur létude des fonctions donndes par
leur développement de Taylors Journ.de math,
pures et appl, VIII(1892) pag.101-186)

Hedamard beschouwt eenlgachtreeks met eindige convergentiestraal

F(z) = gl=an zB ) (1.1)
en zijn afgeleiden van willekeurige orde, gedefini-
eerd door
DY F(z) = F(z)
-3 1 > P _
D, P(z) = —53337-J;<z;5) F(§)a& («<0) (12
o d o-p ‘
DZ F(Z) = a—;; DZ F(z) (OS P -1 <e(<1a)

en noemt een functie er é&én met eindige wisseling
(& écart fini) ‘
in een interval (a,b), als er een limes superior is azn te geven
voor de integralen

co#

b
m 5 cos mz f£(z) dz enm j sin mz f(z)dz,
al a'

waarin (a,b) een willekeurig onderinterval van het
interval (a,b) is., Deze limes superior noemt hij de
wisseling I (éecart) van de functie in het interval (a,b),
Door op een willekeurige rectificecrbare kromme in het complexe

vlak ecen functie als functie van ds booglengte te beschouwen, kan hij

op deze manier het begrip eindige wisseling ook op zo'n kromme defi-
nidren,

Een functie met begrensde variatie heeft ook cen eindige wisseling
de omkering ven dezc stelling is niet bewezen.

Als orde w van de functie F(z) definiccrtkhij de ondergrens van
de (retle) getallen A, waarvoor geldt, dat D;'F(z) langs de conver-
gentiecirkcl eindig cn continu is cn ecn eindige wisscling heeft,

Hij vewijst dan, dat

10g |2,

= 1 lim sup Feie—™ (1.3)
@ LS Tog

Algemener definicert hij de orde w(«,B) langs cen boog (x,R) van
dc convergentiécirkcla als de ondergrens van de (rc#le) gctallen?%L
wazrvoor geldt, dat D; F(z) langs dic boog eindig cn continu is en
cen c¢indige wisscling heceft. Tenslottc noemt hij de ordew( z,) van

F(z) in cen willckeurig punt zg var de convergenticeirkel de waardc

van u}(d,ﬁ) in ecn willekeurig klein boogje (u,p) om Z .
Dan géldt, daar de orde in ccn regulier punt —-oozal zijn:
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D¢ orde w ven F(2) is do¢ bovengrins ven dcw(zy) in de singule-
riteiten z, ven F(z) op dc converg.nticeirkel,

Hedemard toont dan nog can, dat, indien de orde w(e,f) op ccr
boog (=+,B), wasrin o en B dc argumentenat (x) end (B) hcbben, po-
gilief is, dczc ook gedefinicerd kan worden els dc ondcrgrens
van de (re8lc) waarden A wazrvoor geldt, dat (P~JT)X F(ffelﬁ)
cn (f»-hjb')A I(p') cindig en begrensd blijven voor o () <of <),
ale ff ven de klcine kznt tot doc convcrgentiostra&le nadcrt,
Hicrin is I(ff) gcsehreven voor de wisscling van F(z) op cen boo
met stracl JT en argument tussend (B) en J(x). p

Deer, als F(z) dc ordalﬂ(u,@) op ccn boog («,f3) hecft, é—; F(z)
dc ordctu@x,p)+-p heeft, kan men deze definitie ook nitbre$fen ¢
funetics mct ncgaticve ordce, dcor curst zo vazk to differcntibre.
dat cin functi% van pociticve ordc contstazat, d.w.z. 2ls ~priswle .,
¢<-p zal men d__ F(z) bceschowicn,

Ale op agnd%oogje (ot,f) wizar z = 7 dc enige singuleriteit veorn
F(z) is, (z - 21)A F(z) continu en cindig is, zal de¢ orde zcker
nict groter zijn dan ) +1.

Immers
“h-E

D, F(2) = oy J (29 7F 7T RE)ad

ze.l .den continu cn eindig ‘zijn voor willckeurig kleinc positicve
&, cn due zal Dz'h“£”1F(z) 2ls intecgracl van cen continue eindi
furctic cn begrensde variatic, crgo eindige wisscling hcbben, cu
ook continu cn cindig zijn.

Het product van cuen funetic F(z) van de ordeco(d,ﬁ) op de¢ boog
(u,ﬁ) met ccn functic, die ov dic boog rcgulicr is, is hoogstens
weer van de orde w(«,f). D¢ orde zal prcciestd&xdil‘gign, alg dc
regulicre functie in dic singulariteiten van F(zfvﬁa“ordecuﬁx,ﬁ)
hooft en welke op de boog @x,p) liggen, geen nulpunten heeft.

Hct product von ftwee - o functics van positieve orde hceft ecl
orde, die hoogstens gelijk is ~an de som van de orden der facto-
ren.,

Het product van c¢cn functie ven positieve orde met coen van
nict-positieve orde hccft ccn orde, dic hoogstens gelijk is aen
de positieve ordc. ‘

Hct product ven twee functics van negaticve orde heceft ecen
orde, diec hoogstens gclijk is aon de greotste der orden van dc
factoren,

Ir het algemecn duss

w (£xg) ¢ mex. Jw(£), wig), wf)+ wlg}
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Tenslotte zij opgemerkt, det men voor (1.3) ook ken schrijven

)
lim sup lr§#~ = 0 als Ay w
N o= 09 (1.4‘)
= 00 als A w
Fureties van eindige orde zijn b.v.
(1-z)"F logP (1-2) orde w =K s als niet

tegelijkertijd p = 0 en p geheel piet-positief. (In het laatste
gevel is de functie analytisch)

2, Feculteitreeksontwikkelingen van Leplace-intecgralen,

(Vgl. N,E.Norlunds Vorlecungen iiber Differcnzenrechnung pag.
256-271)

Wec beschouwen Laplace-intcgralen van cocn cnigszins veralgemecnd
tyse. Het contour zal n,l, van +oolopen longs de reBle as, één kecr
in negaticve richting om de oorsprong, en den wecr terug noar+oeo

e

=3 +00 Z1j nu (0-)
\\\L/A,,-—--~* ¢(z) = E%T l,fnzx g(x) dax (2.1)

Je ecrste voorwasrde, dic we asn g(x) zullen opleggen, zal zijn,
det deze functie -~ met eventulle uitzondering van de oorsprong en
het oneindige punt, analytisch zal zijn in een strook ter weerzijde
van de reélg as, die wordt vastgelegd door

Y
A ' Re x > - x x> 0
Xy /
546442?_q‘ £ Im x| < y: yz>-0 (2.2)
We stellen na met o«> 0O
t = e-dx (2c3)
dan gaat (2,1) ovir iﬁu4*§_, .
6(2) = ggal t =7 & (%) at (24)

met  g*($)° = g(=2QEE)

g*(t) zal in het algemeen een veelwaardige functie
van t zijn, we moeten daarvan die tak kiezen, die correspondeert
met de waarden van g(x) voor relBle x. (Dit kunnen cvtiwee takken ve
de functie zijn als x=0 een vertakkingspunt van g(x) was).
Deze tak(ken) zal (zullen) met evi, uitzondering van de punten
t=0 en t=1 analytisch zijn in een sector om de oorsprong, die vast-
gelegd wordt door

AT [$] < e%7™° (2,5)
‘ larg tl <oy,
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We zullen na ;5 zolkiezen, dat a°(“'> 2 en o ¥od g', d.i.
i og 2
® > max ( Eyo R % )] (2,6)

Dan zal de cenheidscirkel om het punt $=1 gcheel binnen de door
(2.5) zcdefinicerde sector vallen.

Dc uitcindclijke voorwaardc, dic we nu aan g(x) zullcn stellen,
zal zijn, dat voor zekere o , dic aan (2,6) voldoet, (of cvbt, wcn
kl.ine &« , vaarvoor g*(t) binncn c¢n op d¢ ccnhcidseirkcl om t=1,
met cventuble uitsluiting van t=0, regulicr is) na dc transformatic

t =e 0 g (t) te schrijven zal zijn, als
[
¥
g (1) = I (5=1) log" (t-1) b (t) (2.7)
)
waarin dc hk(t) in ¢n op dec cirkel it—1f = 1 rcgulicr zijr.

met cvt, uitsluiting van t=0, waer dan dc¢ ordc cindig moct zijn.
Dit zal dan ook voor clke «,»x« gelden, stel n,l,

- 0K, % “/’u'

T, =¢ ', dus t =

]

Dit gesubstituccrd in g () levert
-3 Ld v . o
g(t,) = g™t ) = Z,(t]"“'- 1) log" (+7%-1) b, (%

%% 44V ‘k”
-F ey (o) 2 (5 tog? (8,1 tog(tt oy (v
Jee
Y (s, 1) log"(s, ~1) n, ()
wa;;SQ ’ o
B, ()= )2:( ) log’ "(t'h"w by (5% )
We zicn, dat h, ccn som is van producton van de hJ(t )

mct funetics, dic in Lﬁ op d¢ ccnheidseirkel om % =1 enalytisch zij:

tcrwijl ook h (t, h*) daer analytisch is, mct evt, uitzondcring van
% =0, waar du ordc cindig is Dus ook dec hk“ (%,) vertonen deze cigone
schappcn.

We zullen nu ccn bepaelde « ~waarde, dic aan (2.6) voldoct kicz:.
en ven dc integraal (2.4) dat dcel, dat corrcspondecrt met cen bept
dc term

(t~1; logk(t~1)k (%) trachten tc ontwikkclen,
Zij h(t) in egn Taylor-roccks om t=1 ontwikkcld:

h(t) = }:__a (t-1)" (2.8)
Dc ordc van h(t) zij w .
Wc beschouwen duss
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G (2) = myp = j t=" (t-1) 1log (t-1) h(%) dat (2.9)

. o

sicrin kunncn we formccl h(t) door dc rccks (2.8) vervangen en ter .
voor tcrm integreren.

Dit levers

(el

1 1 el ven
6y (2) =2 T a o j 57 (=1)""" 1og E(t-1) at (2.7
<

Z21j nu eerst ¥ nict gehcel positief of nal
Voor v ,ﬂ>|—1 geldt, mits ook hicr v nict gehecl
{ t+} v
e / £ (6-1) at

i

g:ﬁrj't"(t-ﬂ' dt + c’m“jo £ (-1 dt}
©

. }

_ -_sinuy PN
= = i t7 (1-t) dt

sinmv w!y!
i (’}.u.wn)i
= ! , (2.~
- AP !
()..c.‘i—)/&-w).{_-\i-t)‘ ;
v

(We hebben stilzwijgond aangenomen, dat we (t-1) vestloggen dev
log(t-1) = -mi tc nemen als wc in t=0 beginnen). Formule (2,11) gel -
door analytische voortzetting voor alley -wearden, Door k-mael nasa. -
tc differentilren vinden we dan tenslotte

(w)ﬁ J

— j £7 (5=1) log F(t-1) dt =

Y N
v " W-{—Vﬂ)!(-\l—t)-’
Substituercn we dit in (2.10) dan krijgen we

¢ (8) = i Ei.a " (& -t )!

1
nre D QV° 1(;1; +¢+n)?(~»’-n-1}.’.}

(2.&3)

Nu geldt ten cerste

" (& -)! =0 (rx;Rch) (2.14)
OVY (Zeven)(-Von-i )

Vijv.
i - Rezy
(& - o (nmeinmy Gl o
(£+J+h),‘(-#an~4)f n (L +vsn)!
0 ‘—t)./ o (2 -1 .I(an).’ iy - 2 yen
ov %4—\‘*!’\ Y (v -n-1)! T (Eevenyl ;1*( o) 4,(“ - )
o

+ (=)™ cos v
waarin
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Y (V+n) - Y(2 +v 4n) = O(%), dus

—Q. .(33' o 1)/ (n-n‘”ﬂ.

= 0
oV (%+v +n)! (V ~n-1)

a ete,
N : o) ‘
Maar lim sup H = 0 als As>wvolgens (1.4)

o3 OO n
dus voor willckcurige £ » O is
lim su o -0
iy R S
leuﬁlerin =& ~£&, & >¢&g, > 0,
dan vinden we

a
n - . "’"“E!.
e S d(n )

a
+g' 1
Dus als bﬁ = O(rxw ), zal dc reckszﬁﬁ absoluut convergerc..
n ,

Door ¢, willekcurig klcin tc maken vinden we voor dc recks (2.13)
door rekecning te houden met (2,14):
De door (2,13) gedcefinicerde recks voor G, (z) convergeert abso-
luat in het halfvlak gedcfinicerd door
Rc 2 > ow (2.15)
Bovendien convergeert ze gelijkmatig in cen halfvlak
Re z d>ow+e , &€ > 0,

hiermee is het tcrm voor term integreren gercchtvaardigd,

(Als h(t) ook in =0 analytisch is W = -wooen convergecrt de rccks
overal absoluut).

Ock als Re z <xw kan dc rceks nog convergeren, daar cen faculteil
rcecks gelijkmatig convergecrt in icder halfvlek, dat mct zijn rand
gehccl binnen het convergentic halfvlak ligt, zal dc rccks in het
gehcle convergentie halfvlak ecn analytische funetic voorstellen,

In icder geval zal de rocks voor Re z <& (w -1) divecrgeren, immcro
els Re 2 =« (W -1-£¢), dan is dc orde van de¢ termen in (2.13)

0 (an/nu>—$~é) cn volgens (1.4) is
2l
RW et
Dc convergenticabscis van dc¢ faculteitreccks kan zowcl groter,
klcincr of gelijk aan dc convergenticabseis van de Laplacc—-intcgra: .

lim sup =oco, dus de¢ termcn nederen nict mcer tot nul,
N oo

zijn,
Tonslotte zij opgemerkt, dat men in (2.9) i.p.v. h(t) ook
b(rg,t) = tﬂ'h(t) near (t=1) kan ontwikkelen, Dan is h (M ,t) weer
cen funetie van eindige orde, mcn vindt cen recks analoog aan dic ir
Z

Z ;
(2.13), ecchter met & door = - }+ vcrvangen.



Asympt.Ontw, reg.7

Ale h(t) cen positicve orde hecft en p negeticf is, zal de orde
ven h(p ,%) hoogstcns w - p zijn, We zicn dus, dat de nicuwe recks
voor

Ro(Z -p) > w-p
of Re 2 >etw zeker weer convergecrt,

In het geval ¥ gchecl positicf of nul is, kunnen we het contdur
samentrekken tot dc re8le ne van 0 tot 1 en terug. De cnige verand. -
ring die optrcedt als we teruggaocn, is dat in de integrand ven (2,¢
log (t=1) om in bedrag 271 veranderd is, Door nu beiic stukken,
heon en terug, somen tc vocgen, zien we, dat we ccn lincair composi-~
tum ven intcgralen van het typo

Y CZ) 1f = (1-t)y log (1-t) h({t)dt (2.”
ovcrhouden va%rin J ¢ k-1, ~

(Uit samentrckken kunnen we ool uitvocren als ReV) ~1 maar nict
sehecl, dan wordt bij het teruggean bovendicn (t~1)v met cen zeker.
factor vermenigvuldigd, dit hecft tcngevolge, cot in (2.16) j ook
nog gclijk k kan worden).

Dit samentrckkicn von het contour komt hicrmce overcen, dot men
in d¢ oorspronkclijke vorm (2.1) van dc Laplacc-integroal het corn-
tour langs de¢ rcllc as van O toteo ncemt.

Men steld nu weer
&£

L3
n(t) = ):~n (1-t)" (2.17°
cn vindt
% } ¥ :
6 (2) =§.f jt MU asty leg?  (4-t) at
S PN (2 =) (ven)]
SN RPN ST (2.18)
A nzo c}V (\) +n+ )l

Voor d¢ convergentic geldt hetzelfde als bij nict gehele positie-
ve VvV . ‘
Norlund's bewering, dat ecn Leplace-integracl

G(z) = jﬂ X7 =(x) ax,
wearin t_.,(x) in ecn strook om de reBle as, als door (2.2) gedefi.-
nieerd ~lytisch 15, terwijl hicrin voor zekere k gelijkmatiyg gel ™ :

,x%szz o™ g(x) =
veor te stellen is door cen faculteltreuks, volgt hieruit ommiddc..
Do trensformatie t = e "X lovcrt nu cen g (t) dic anelytisch is i.
de sector (2.5), tcrwzal 5~ g(t) continu is in dic geotor, met ir
begrip van t=0. Door« 2an dc voorwanrde (2,6) te laten volﬂocr
velt de cirkel It—1} 1 guheul binnen dcze sector, zodat g (t)
en op deze cirkel, met cvi.uitzond. van t=0 analytisch is, terwii
13%& étt) op dczc cirkel continu is, Volgens het in dc curste po.
graaf gezcgde is dus g*(t) van cindige ordc.
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3. Verband met asymptotische ontwikkelingen. Veorbeclden:
We bescheuwen gemkshalve cen integranl van het types (2.16)

met V= j = 0, De ster ?n de index J weg latend, hebbenwe dus
{ %-\"‘1
¢z) = L |+ h(t)dt (3.1)

met £ n
h(t)= ) 2 (1 -7 (3.2)

Voor (2,18) vinden we dan
P a_ n!
Glz) = - 7z . z
K ma o &(%+1>...(7‘;+n)

e

N
Rn‘ T, nd

Z(B+ X )eso (240K ) (3.3)

3

Vergroten van de « -wanrde kan geen kwaad zo als we in paragraaf
2 reeds zagen, echter wel verkleinen, doordat op deze wijze andere
singulariteiten dan t = C op of in dc cirkel|t - 1|= 1 ingevoerd
kunnen worden,

Dit verklaart, wanror faculteitrecksen convergeren, terwijl
asymptotische recksen met ontwikkelingen naar fﬁ\ , dic dus met
X = 0 corresponderen, divergeren. !

Een eenvoudig voorbeecld van cen faculteitrecks is (vgl. N.E.
Nérlund loc.cit.)

» &0 8 ,O-!'S*l {p+s)
o oy (s )ne (3.4)
(z-1): 2F* szo (2+f3+l)...(z+f>+s)
(p+s .
waarin B de getallen van Bernouilli van de orde (f-+s) Z1]Na

Deze recksveorstelling volgt uit

1
\ ) p
L g 4F ﬂ{ - log t}’ at

2P
o= s _(e+Y)
@ PY (1) Be $
P a1 -+ s - .
(- log t) -f3(l t) jt& =1 (f’+8) (1 -1%)
Een andere is (s41)
on s+
1 _ 5: (%) By, (X+s) (3.5)
(Z-—O()n+l - S n Z(Z'*'lj--»(ﬂs)

Een voorbecld ¥an een functie, waarvoor ook de ontwikkeling
A

"

naar %; convergeert is SV
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Y,
- e -
Men hecft e z = } (-1)

4]
(=%
o
i
=t
I
¥
s
k
i..J
5
P
ct
™
H
i
et
9]
4]
ct
e
=
s
ct

£ - P ‘
=1+ | ° L7, (2VTeg %) at, (3,6)
o Vileg t
of als ¢ = e*f -
-7/ - \Vx
L § o2 T (2Vx) 4y (3.7)
o vE
J,(2 Vx)

is een gehele functie, en in iedere stroock om de redle
Jl(EVx)

——

-1
elke k¥ > 0, dus is ¢ %in een faculteitreeks ontwikkelbanr.

Vx

as nadert e KX

gelijkmatig naar nul als |x|— e voor

Uit (3.6) vindt men:

_:’/ pads) Lo n‘
Z e M
=) o n 08‘)
“ 1+ 2;; z(z+1)...(z2+n) . (3.8,
waarin de a_ de ontwikkelingscoefficienten zijn van p s
n V-1log t
¥ &

nanr (1-t)s (2V/ I -

dol2y = log o

1 = ) a (1-t)". (3.5")

V“" log 1 no :

Luns intorccenuter voorbeeld krijgen we, als we onvolledige Gamma-
functies beschouwen. We definicren deze door
oy <
— - -1 -~
o= (o7 EPtaf (3.9)
4
2ij hierin nu

§ = z{(X + 1), dan vinden we
foe ]

,f;(z)= ™2 P ( "1 + X)p~l a x. (3.9"°

o]
waarin (1 + x)pql regulier is in cen half vlak met Re x > -1,
terwijl voor elke k>0 o ¥ (1 + x)P! gelijkmtig tot nmul nadert
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als [X}—ata in een strook van willekeurige breedte om de redle as.
We krijgen dus, dat (3.9) naar een faculteitreeks van het type
(3.3) is te ontwikkelen, als maar « > log 2 wordt gekozen, Bij

A< log 2 wordt de reecks divergent, inderdaad vinden we voor
=0 &en divergent® asymptotische reeks.

We zullen het geval van p = 0, waarbij we = E i(-z) krijgen
nader uitwerken, . ;

-~ E i(-z)= ( §E~ as

-7 \
-z (. e
= e é T x dx (3.1C)
We stellen t = e~ %% en krijgen
-z O -1
- B i(-z)= &— . g £ {1 - -1-9&—’9} at (3,11)
R 1 o (>4
We zullen nu {l - l%§~3§ mar 7= 1 - t ontwikkelen,
Stelt men 1 - 228 % - 7y M
10g +17 . n (3.12:
en?} - —j§r~ = a,C s
= i
- dan geldt by = === n2l (3.13
en ay by =1
- | (3.14;
By P = - By Ppx

._O

Op deze wijze vindt men achtereenvolgens

a, =1
[« al = - 1
ofay = L7
2
Lo = - b=bat 2k
3 31
w DU-B6 422 Crf et O
o g, = 7
4= T
s, _ _ 120-240 +210 % 2=100ct S 4246 *
4ag = 51 | |
6 7201800 +2040 o 2=1350 o 24548 & F=120x 2
% ag 61
o = - 5040-15120%21000 ¢ 217640 ot 5+9744 % *=3528 7 +7200. ©
Lo = 40320—-141120\%—231840#& 235200 o 2+162456 & T-T787920
g8 = 81
+26136c4 6-—5

en dus voor =~ B i(-z) de ontwikkeling
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-z[; _ 1 DX 6-—6«4—9«2
Z

L Z(2+ o) © Z(z+) (242 )~ z(2ht) (z42%) (2430 )

- B i{=z)= ¢

24-36% +206 “=6x > 120-040c +2106 ©=100% +24

+ z(z+x) ... (z+4X ) Z(Z+ ™ Joes (2+D0% )

2
, 720-1800% +2040x %1350 J45a8a *-100u 0

Z(Z+ A Jeealztbt |

5040=-151204 +21000 2-—176400( 3+9'f440‘< 4*35280& 5+7200< °

+ 40320-~1411208 +231840 < 2=235200 o 2 +162456% 1=787924226 136w =5047
z(z+at) ... (z +8c)

Voord = 0 krijgen we inderdnnd de gewonc recks.

De ontwikkelingscoefficienten werden berckend voor o = 1 en
R = 2, wat convergemte ontwikkelingen levert, verder voorX = log 2,
welke net op de grens van convergentie ligt, en voor X = 0,5, wanr-~
voor we divergente ontwikkelingen krijge

Hieronder is een tabel van de gevonden waarden van de tellers,
met als vergelijking die voor dc asymptotische reeks (X =0)

n 0 0,5 log 2 1 2
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
2 2 1,5 1,30685 1 0
3 & 345 2,30202 2 2
4 24 10,75 7,61852 4 - 3
5 120 41,5 26,7774 14 64
6 720 191,75 110,173 38 -592
7 5040 1035 539,193 216 6768
8 40320 6380,25 2968,92 600  -90624

Bovendien bepailden we uit de eerste 9 termen van de recks, zonder
de factor e“z, de som voor z = 1,2,3. VoorxX = log 2 enX = 0,5 werd
hierbij nn een geschikte term het Buler-proces toegepast, voord = 0
(asymptotische reeks naar z% ) pasten we (bij gebrek ann kennis van
een beter proces) het Buler-proces na de term met kleinste absolute
waarde toe, hierdoor ontstant een nicuwe alternerende reeks, wanrop
op dezelfde Wijze het Bulecr-proces werd toegepnst, enz., tot men
tenslotte niet meer verdecr komt. Voor ®x = 1 en 2 pasten we het
Buler-proces niet toe, omdat het hier geen voordclen opleverde.
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De begin convergentic wns <ooro = 1 het beste, bij x = 2 was zi}
zeer slecht , Het Buler-proces zorgt bij de lagex -waarden er voor,
dat de met de eerste 9 termen toch nog een behoorlijk resultaat be-
haald kan worden.

Veor « = Jog 2 is de reeks nog convergent, daar de orde van de

singulariteit voor 1t = 2 dan elnﬂlg, n.l. 1 is. De crde van de singu~-
o sa s P log £ -
lariteit in t = 0 is nul, daar t {1 - =8—=. continu is in t = O
voor » » 0O, maar niet voor » < 0. Stelt men verder t=1-ef
langs de cirkel |1 - t| = 1, dan vindt men (voor )
{1 - Lo £ Ly o lesl2 e cosf) 5wt
CA J o Jox 4

wat een begrensd varierende functie is,

Als o> log 2 is er dus zeker (absclute) convergentie voor
Re 2z >0, als Re z <0 kan de reeks niet meer convergeren, daar ze de
logarithmische singulariteit in z = 0 niet kan voorstellen.

Als ®x = log 2 zijn we zeker van {absolute) convergentie vecor
Re z > log 2.

Het heeft dus inderdaad zin de reeks te beschouwen voor x = log Z.
Voor & = (C,5 krijgen we dlvergentle. Oneindig veel termen van de
reeks gedragen zich ongeveer als (e 1) -1 QRQZ, waarin e S elg 1)
Of het toepassen van de sommatiemethode van Euler zin heeft, is nng
een open vraag. Hierbij dient echter reeds opgemerkt te worden, dat
de methode van Buler de machtreeks voor {1 - 2 log tg"l overvoert
in een reeks, die nog tot t = 0 convergeert,

Het onderstaande tabelletje geeft de resltaten met de exacte waar-
den van -e” B i{-z). Hieruit blijkt, dat X = 0,5 verreweg de beste
resultaten oplevert.

PANS 0 0,5 log 2 1 2 exact
1 0,6019 0,5969  0,5983 0,6011  0,6216 0,5963
> 0,36111  0,36135  0,36143  0,36162 0,36421 0,36133
3 0,262088  0,262081 0,262095  0,262124 0,262675 C,262084

Als laatste vcorbeelden diene de logarithme van de faculteit en
haar afgeleide, de Y -~functie,

Hier kan men de integraalvoorstelling van Gausz voor de Y -functie
gebruiken :

v = I -0 axe s ks ihfe 60
0

1o~ log t
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Norlund geeft al aan, hoc men met behulp hiervan een faculteit-

reeks voor W (z+ j) -y (z) kan vinden, Immers men heeft
(6.5

]
14 - T ...':\'—?UX
Y (z+p) = H(2)= ) o—(z+1)x 1~2:§~ i x
o l=g
' f
- z  1-% 5
= ft T (3,17°
4]
Dit levert, zoals men gemakkelijk ziet, de faculteitrecks
= n
. -7 (=1 Fo(pt=1)e. o (#=n) -
q)(“+f*)“ Yiz)= ﬁt; n+ 1 (z+l)(z+2),..{z+n+l) (3.1°.

Voor log z! geldt de integraalvoorstelling van Plans @
L+

r -X -
[ & lwe "7}
log 2l = £ 2 o~ TR ax
8 ;’j x { 1ma ™)
V (3:19
I 1-%“’“"2 it
d 7 1=t ) log
4]
Meakt men tenslotte nog gebruik ven
e X olzHl)x
log (z+1)= f £ dx
“ * (3.20)
= - [ =t 4%
- log +
[4]
dan vindt men
‘ e
_ Z 1 ¢ \
W (2) - leglz#l)= = [ 4% [ gy + oeg | at (3.21)

<

i

log z4 = (2 + %) log (z + 1)

¥

z ;1,1 -_,.:LM;&....,__.dt
- H‘” [1%*5*2 1% - 5] Toz%

o .



Asympt, Ontw,

Pag. 14
In de 1l.atste integreoal nemen e eerst ecnc de grenzen 0 en a <
Sl is L1 & -
2 z+1 {
{ zt & (.2 1 1 1 }
o dt - - L 1 i - dtf
) Tog % o & 2 E Tog % log? ¢
Verser gebruik makend vion
& 3
&t 1 T e
g T ® e vinden we
gt log™ 1 log a
e L e
211 1 . 1 1 at
g% L RS AN IR R o
o & ,
- - -
g i R I “1,117“& T TR T B
J g | TF T IEgT "2 ° S LTE TR ¥TIgE] T
1_a2+1
- 1o & ¢

In beide integralen ie nu 4o irtuogrend einliz veor a =1,
we unnen dus lo limict

svergeang a-+1 uitvoceren, Op dezc wijzo
blijkt

4, . 1 B 1 1
lo .'af ~{(Zdm) 108 (hat ) = e ) g - -
g 2 ~(24g) 05 (') = =) oy | TmE -7 3
w 4 .

"y 4 1 + 1 + 1 ;1
! T+ Z Tl T Tegs
[+]

D¢ cerste integraal zullcr ve in con foculteitreiks ontwikkelen
2ic cun in zeker halfvisk Rez > o

Y oo roor nal strevende funetic deil.
L9

nicert, Stirling's

qir*

aayn Dt@olﬂﬁne formule levert o
1 1 dt 1 —
LT oyt Tt Tet-2 log 210

5

e

ous

»'1
3 7
\ S {t

log 2| (z+§) log (z+1) - (z+1) + % log 27 - | TET X

.|

“'{m' T - ’zj at (3.
¥et bchulp van de integreclvecorstcllingen (3. 21) cn §.22) kan
men %’(z) en log (z+1)! no dc cubstitatie Ty

oK
=% in faculteibrecc -
gen van de¢ algemenc vorm (3,3) ontwi

kkclen, 4ic de esymptotischo
reckecn van Stirling vervangen. Qok hier is ccn ondergrens voor G-

o wyoarden eon tc geven wanrvoor &o rocks in zoker halfvlaizconw
vergeert, Necm b,v, de ¥ -functic, ne dc cubstitubic ty = t
gen wo de integraalveorstclling: 2+1 4

Y (z) - log (z+1) = - 1 gat1 = {
o
g

krij-

o
/ot *IeE "c,i] A%y
1
Dc singularitciten van 1 T, zijn de punten t1

+
4 e L0
1-t,
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waIrvoor t1 " 1, beholve het punt t1 = 1, nls hicrvoer log t1 -
Gefinicerd wordt mct «X<arg %, <7, De gevonden roecks ontwikkeling
znl mu divergeron, als zo'n sin_ul-riteit in de cenhcidseirkel om
t1 = 1 komt te liggen ¢n op het blad von het Ricmann-opp., waar we
“&¢ integrand beschouwwen, 1,i. lus bijv. -7T< arg t4< 7. Stel men
dus zo'n singulariteit t voor deor ¢, don moet Tus veor de grers -
woeorde &« gelden

nt — k
/o,(::: kK x 24 (31»23\
voor ccn,g -wearie, dic
tussen-% en+7 ligt, on wasrveor ook geldt dat
(94
[1=c¢™] =1 (3.2
e s . G
tcrhlgl d¢ betrekking (3.23) niet geldt voor coen ~ ~wasrde met ¥
ncere absclute warrdce,
Dc enlxols -wwlr’cn, 2ic a~n (3.24) vellocn cn tussen Ejf en +
Lgsen, zijn .3 = 4 ? Jnt T boetrokking (3.23) nict voor J s met
kloincre cbsolute wanele wng oclicn, botekent, 2ot wen k = k4
moct nemen, Zo vindt uen
o = =,
Voorel= % is do orde nog cindig n.l, 1. Don is (chsolute,
convergentic gewaorborgd voor Re z > - % .

Op Zezclfde grondcn als bij dc cxpotenticel-intesrenl vindt mu:
ia% voar0C>§ ¢ convergentic blijft besteann zolang Re 2z > -1, voor
Rez < -1 ig c¢r divergentic, weer vanwege do logorithnizche singu
laritcit in z = -1,

Hetzelflic geldt voor o facultecitrecks voor log z!

Voor o =1 krijgt men 2c volgenlce rocksen,

1 1 | 1
¥ (z) = log (z+1) - Plze1y ~ TP (Z22) ~ T2(z+1) (2427 (2+3)

19 - 2 _— (:
T20(z+1) (2420 . . . (Z+4) 20(2+1) (Z42) aes (B4D) © "7 %"

log 2l = (z+%0 log(z+1) -~ (z+1) + % log 2T + WET%¥TT

1 4 .
360+ ) (2+2) (2+3)  120(2+1)(Z+2) eal- .

'*' LA RN ] (3’26)



Asympt.Ontw. W.L. 3checn, 24 November '49,
Pag. 16.

4. Machtrecksen waarvan de coeffici®nten door faculteitresksen voorge-
steld kunnen worden.

a) Machtreeksen met eindige convergentiestraal.

Zij £(%) analytisch in een sector van ecn cirkel met straal > 1,
welke sector he‘b punt 1 in zijn inwendige bevat. Het gzvh\,ie getal 1/ = 0 wor—
de zogckozen &b+ f(t) voor ieder vast getal as k - 1 tot nul nadert,
als t in genoemde sector tot de ocorsprong nadprt.

Stel voor iedere gehele k % X,
. (%) - ¥ P
, = = t (%) 205 (t_v) f(t) dt

K7 oomi
waarin arg(t.l) in het pﬁnt t = o gelijk aan - W gekozen wordt, Gnkaﬁ
waarbij de integratieweg binnen genoemie sector ligt. Volgens § 2 -
dan 8y ontwikkeld worden in cen faculteitrecks, De convergentiestraal

van de reeks

Z: a,z‘

i

F?;z)

K= kg
is gelijk aan 1 en voor Jz] £ 1 geldt: ,
{143
Feo= [ izty (28w ?Gg(t () dt

cNi¢?

) Dit levert ons de anal;%ische voortzetting van F(z) in het complexe
z-vlak met een snede langs de positieve re¥le as vanaf z = 1. Het inte-
gratiepad van {4.3) moet zo gekozen worden, dat het gcheel binnen het '
- boven omschreven regulariteitsgebied van f£(t) ligt en bovendien het
punt $ = = er buiten valf. .

Ligt z dicht genoeg in de buurt van 1, dan ligt = binnen de ge=-
noemde sector. Men kan dan naast de oorspronkelijke contour er een
beschouwen, die geheel binnen‘de sector ligt, maar het punt %»wel om=

sluit. Dit betekent, dat men 2an de integraasl (4.3 ) het residu van de

- . .1
S integrand in ¥ = = toevoegt.
- iz g
e, ?
e -
// Kt\},/l
s e
Dus

-3 ‘ ¥ oo ,
) T 6 Bo;('b-z) £y dr

|
(g

L feg (L -nf(d
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it

RIS
f (1 zt}(zt} 4 -%“go% (t o) I(t)dt
P
(V] _q, i \
chgxi L)-uo? ! f(i)

4 -1)
Hierin kunnen we de intersratieweg onafhankelijk van z kiezen, als
z tot 1 nadert, en we vinden dus

PN

" = ¥
_F‘fl}:. il f\..l‘}{go%{t,z}ngggz}f(jﬁ) + H(Z!

*
waarin H{(z)} een in de omgeving van z - 1 reguliere functie is,
Vervangen we in het bovenstaande z door xéyz, waarin Q%$ 0, dan
1
vinden wij dat de functie

(4247 p‘ "
v v
VAR RN I 3
LR ) 1
in de omgeving van het punt z = 5 geschreven kan worden in de gedaante
s
O Y o "!'
I 1 (1oA1) %Eag{._ ult,go? lj'f( v Hiz)
waarbij H(z) in de omgeving van z = 1 regulier is.

o

Als voorbeeld diene de opgave de aard van de op de eenheidscirkel
gelegen singulariteiten te bepalen van de functie

o ®
Ty = Z::_ 7
K =t KA

Als X niet geheel positief is, geldt de formule

(i)
4 L] At
o Toem ; Yt :
o Pt egt) 4t
dus L
{i+)
F - Tti=a) Pyt 9 LRI
(2-} o rli=Al 7 (‘..'Z,.'t; {\ac?,‘t) di
LT i
zodat volgens het bovensta%nde F{z) in de omgeving van het punt z = 1

-3

afgezien van een reguliere functie, gelijk is aan r(n-&)(ﬁoz—,}
Is A echter wel geheel positief, dan is

{ved . Al
Lo £ Bog (t.1)(- bog t) T dt
K T(A) 2Ti j g @
dus () | -
Fz)= z .f (r-zt) zmg(b-diugagt) dt
(A-yb 2T

zodat in dat geval F(z) in de nwwev1ng van het punt z = l, 0P een regu-
liere functie na, gelijk is aan .+ Log (1-z). 1og '(z)e In dit

—t),
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speciale geval treedt dus in het punt z = 1 een logarithmische singula=
riteit op.
Het bovenstaande kan omgekeerd ook worden toegepast om onder be-

paalde voorwaarden met behulp van het functietheoretisch karakter van de
functie

C}(tl e % 1 (%, geheel 2 0)

:Ro

iedere coefficiént bk approximatief door een faculteitrecks voor te
stellen. Zij gegeven, dat G(z) op de convergentieccirkel met straal R een
eindig aantal singulariteiten j bezit. In de omgeving van zulk een
singulariteit gelde

-

— -V
9‘“=L(~1-~)"(---¥”gcg *)fui
pood q

de somzz;wcrdt uitgestrekt over een eindig aantal waarden van M ; de
exponengen'iﬁen pﬁ en de functief%*hangen niet alleen van;& , doch
mogen ook van } afhangen. Daarbij wordt verondersteld, dat fj(t) ang-~
lytisch is in een sector van een cirkel met straal > 1, welke sector
het punt 1 in zijn inwendige bevat; voor iedere viste q>K_ .1 nadert
f (1) tot nul, als t in genoemde sector tot de oorsprong nadert.

De bewerlnévﬁat onder deze voorwaarden iedere coeff101ent~& bij
benadering voorgesteld kan worden door %ng §5rm van faculttlﬁrewksnn
van de gedaante

X
{r—' Z‘;‘ b aoptg)

waarin
{1+

® ¥ P

() = bt BogTeondf, (1) dt
Znh

en wel zo dat de afw13k1ng gelijk is aan O(P ), waarin F een geschlkt

gekozen van k, p en j onaflmnkelijk getal » R voorstelt.
Het bewijs is heel ecnvoudig. De functie

%(u_. Z:_Z;Z_‘_ Uy () 2"

KzKq '
is n.l. niet alleen analytisch blnnen de 01rkel izl = R, maar ook op die

cirkel =zelfs in de singuliere punten j van G(z). Genoemde functie is
€

dus analytisch binneﬁé%p een cirkel met de oorsprong tot middelpunt en

met een straal P > R. Hieruit volgt de bewering.
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#) aod pag,22
(1) 213 a.k = _—-.L:. é + (_'t-’\): \1;(_'(.)(‘(:*.:

¢ .
wearin de 1ntegratleweg 1n de oorsprong begint en eindigt con één
positieve slag om het punt 4. Men begint in t=0 met arg.t=0 ecn arg,
(t-1) = -7, Verder zal de integratieweg binnen de cirkel met straal
1 om het punt 1 liggen. Binnen deze cirkel is ¥ (%) analytisch veron-
dersteld, terwijl voor elk punt % in die cirkel bij gcschikt gekozen
pogitieve ¢ zal gelden

-t &

{2) &\%({}) <;{~i<1~\4_tk)

¢, en de hieronder volgende ¢, ,...,¢. zZullen geschikt g»kozen
positieve constanten voorstellen. I R
om ) we Y1 o e VL L, De genocmde

voorwaarden sluiten in, dat a, voor Re¢ k> 0 gedefinieerd is en in

dat gebied in cen gegencrazliseerde faculteitrecks ontwikkelbaar,
Verder zij

(3) @(z) ~'i b, z .

een in de clrkel {zx <\B analytische functie, Op en bulten demc
cirkel zal G(z) de singulariteiten j bezitten, waarven geen twee op
dezelfde halfstraal vanuit O liggen.
- Uit het asymptctlsch gedrag van ée a, volgt dat de machtreeks ~
) #(2) -3 apt -

' eveneens een convergentlestraal R bezit, S : -

' We snijden nu het z-vlak open, door. vanuit iedere 81ngularitezt
j ven G(z) een snede aan te brengen, diec in het verlengde loopt van
de straal die O met j verbindt.

We‘beW1jzen nu de vqlgende stelllng

$Z2ij V(%) = i, &y {t-1). 4. dan

zal in het 0pengcsneden z-vlak F(z) een analytlsche functle
van z zijn, dle kan Worden ontw1kkeld fn de reecks. . - H,‘E_
0'5 14
F{z) = “éj %{ o < Q@r}@m_i) crbe sl e o,

Blerln wordt de 1ntegratiewég gekozen langs de reBle ag van O to:
1—.3 .waarin 0< & <1, dan langs ecen cirkeltje met stkaal & positie”
om 1, en weer terug langs de reBle as near nul. Hierbij zal & zo ge-
kozen worden, dat geen der 31ngular1te1ten van G(zt) blnneh de cou-
tour valt. (N,B. Door het oyensnladen van het z-vlak zal gecn der
punten tci, welke de smngularxtelten van G(zt) zian, op de. rﬁelc
tussen O en 1 llggen)
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We kiezen de infpegratieveg van (1)

cdanig, dat ze aan dezelfde e
sen voldoet, als dje van de integraal in de stelling
Zij nu allereerst |z

~ R, dan kunnen we
de integratieweg

z0 kiezen, dat ook op
van (1) 'zt < R is. In
= A -
F(z) = j= = 0 bttt (1-1) ¢ (1) at
is dan de reeks bkzktk

abgoluut en gelijkmatig convergent, evenalo
elk van de integralen. Ve kunnen dus integratie en sommatie van volg-
orde verwisselen en vinden

(%) Friod

diend
¢ N

4
-
;-

FETE -
We kunnen nu voor a&}Schrlgven ~ ‘
? b ‘ R )
L% It ? : : o . | Y 4 "‘l 1 t.\i. (‘ K
waarin . |
L é,y ‘L + )

W ¥y
Is nu 0<r<1 en K, de omtrek van een cirkel met 1 als middel
punt en straal r, dan geldt

- L et
i - = Y WU (wetd clw
BN ¥

en dus voor iedere t binnen K gblnﬁan

Sle) = \

K
wlw s by 3 %~*)k P \ }Ei‘V}‘{“f
it Kylw- 1) Kol wail int K, (w- ” " “’-,f
Dus, gebruik makend van de ongelijkheid (2), L
. i
Lo . AR o !
(6) iw_ttt‘ < Lliengy oy Ry ‘{lw,
~ i LT LWt
We voeren nu in de transformatie

LY
}..\\i: 't}:% 8
waarin D : 1.4/ | cé“; Co<o< ¥

dit levert dan voor de integraal in het rechterlid van bovenstaande
cngelijkheid

.7
) S P S (1
. . K, W ‘C\{T"..‘;r,”);.f:;;q *"1
Hierin is : AN 2 .
P e Vo g Sinl s Z -7 \ e 04
a _1)"@?(_&3&} *? _tﬂ“ ?’, ? mvc\;k‘j‘ 2 E‘Q‘qbwwt%;i‘w{)q
; AN .
Is “";'fﬁz‘ﬁ—f » dan 1s . — 3
3 v <L 1 .’4‘
f"_zr?ﬁosif”‘?z 2 (o) (s )
zodat dan S dw < 2 T
Ky

W - t =

£
v

', .
Als daarentegen Q:>T(2 “.Vw)’ dan is er in het eerste kwadrant
esn hoek E x te vinden met sin i« ;i%%é. L zodat dan - -
SK dwl < Y.S i..i vy \m%!ﬁ'fi LTM;TF ﬂaﬂﬁ‘ﬂ@ fx
In d2 laatste ulfhrukklng zzan de eerste en tweede term hegrensu
terwijl de laatste term van de orde log X
heden geldt dus

ig. Onder alle omstandip
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en dus volgens (6) Pag.
(72} ol L
X?/ \wt{\t\ <. »; { ;%_«‘ J i* Y)i?
Dezas ongula.jkheid geldt voor icdere r tussen v:-|1.ilen 1.

Te passen (7) nu toe in de integrasl vears‘cellm&«, (5) van F(g), di-
geschreven kan worden in de vornm

T »
o i) LEAN ot
Fla) & L."%.q C l2t) a{mi} e+ M
DI ’u‘ ’r){f ‘ -
4 R
T PO 3{’““ 3‘) Jolenas

Daarbij worde allereerst 1 zo groot gekozen, dat

F \p '~¢ - -y ,
Hc (,_H{) ,1s,{we hc,bbendarxw{

. . [ E y i \ o S
(8) <= “'}“ii}i e “ als (& Te(d-1)
Voor t > % kigezen we in (7) »r =1 = ( y dus v-23=2 1 %&

-t o . .
, en omdat ¥ "dan begrensd is als 1 onbegrensd toeneemt, vin-
den we voor t >

s
W

7 ) | » e ¢
L §~..Jl{.t,v<h t &?‘~"~~
Als daarentegen { « . , nemen we in (7) roo L2}, dus
oy ro2 2 2 li-92) ' Omda‘t; dan
Y SR , o\ T
" < =2 e e
vty - - g

begrensd is vinden we voor ¢ <} )
, o T TR ) L1 E i s
Sc‘»‘ﬂ < ¢~ {1-?) Lm ™ 7 Ot S
De gevonden resultaten in (8) substltuerendf v:.nda,n we M{M
‘i»% }‘i\ %:L {:;, (.{—:{"3”{ K\ S (Zt;\f tl ol + __# \&C’té 2t (/ U I
Zij M = max L (z+) , dan is dus

J t
oL . - 14 5 A E—u l"
H\ o f.__,_{ A L:.HL}L + ;‘«I’ }”i \6 { EL'} % e .
x e c
Het rechterlid van deze Oﬂ;‘;blljkht?id nadert tot nul als 1 onbe-
perkt aangroeit, dus ook H. Hlerbl.} is dus mderdaad bewe, en, dat

\“3
Flz) & 2 § X Ca () (+- )%
Teoepassingen.
Zij {:'(z),— ¢, dus éh: -fg. Dan is G(z) en dus ook F(z) ean gehele
functies Men hesft 6 Yoav K
REA -1 -
=) > N (x-t) Lt
‘ (‘b)'ﬁ‘ fee X %
Hierin is als He 2 > @ L A - LIS
. . : 2t N Mi € Vi

Fat U
waarin

Ta:n) = Vet e
de onvolledige Gamma-fuuctie voorstelt.
Door ‘analytische voortzetting geldt dit ook voor KeX €0
We vinden zo % " ( 2k
T S?\TT:}) € - ; T 'Z.All-* /
Fle)s 20T8 &5 Do) X, i

S
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Als larg z|« X, zal als|z|— = de onvolledige Gamma-functieT (z ;f +k)

tot de volledige Gamma-functie T  (B+K) naderen., Het is het vervangen
vean de onvolledige Gamma~-functie door de volledige, wat de convergente

ontwikkeling in een divergente asymptotische ontwikkeling doet over-
gaan.
-t \ i,

Is n.l.Rerdodan is T(z 4= T(N- 3 e di
Hierin zijn zowel T'(z;17) , T7(3) als ) et ta ana-
lytische functies van A , dus bovenstaande relatle blijft ook gelden
als Re » €0, We vinden dus zo

Tln)s T0) + Ofe™2)
en QmTimzkjrﬁz;LKﬁ + 0%

e
We zien dus dat het vervangen van de onvolledige Gammafunctie door
de volledige een fout introduceert, die is van kleinere orde in %7,
dan welke term van de reexsomwikkelin ooka
Nadert | 2| tot oneindig met |arg( E3) P <IZ, dan zal de term ‘r\w; de

hcofdbiadrage leveren, in de reeﬂsontwikkeling worden alle termen vaa
dezelfde orde.

Als tweede toepassing nemen we ((%) = coshz, dus
: 4,
bes

- © k oneven

k even

In dit geval vinden we

) \
£t o+

Bt ,
;:" 1‘.,, Cos h *L—t) U: 1) i (+) it

Flz .
= A ( \ 5.-'1,-;?{
= 4 r) ) v 1‘3 {
shr Ly %), (Cosh re) (£o1)7 7 dx
. gD",‘ j . "'7"1;' ) v N\ _2_‘{__‘ ‘; o 5
ESIEL I RN \M RGN ??._,,L.ﬁ:,;gs.’ﬁ
2T k=0 0 Bvk €2
Hierin is ' :
% 1z FM) . ATy B

7, =% a-k 4\
e T‘(fy,k) Al o (T SO ()

Als lz/»w met [arg 1,!< T, krijgs men een asymptotische reeks
door 'F"(zJ door % T(f+¥ z"““k te vervangen; als \\z\_.:, o0 met

&Y‘g («z)k’ 5 krijgt men een asymptotische reeks, door |° (rz,) door
e % T‘(ﬁ +k )(m L)“ﬁ"k te vervangen.



Als voorbeeld van de laatste tcepassing nemen we

a - K
k=T
2" (5] (ko)
en dus - " \
- (2 T (y }
M;“: \ - é"“““‘ o ,l {\ (]
QQV/“ 2;5-5£%M“\; = A Dos
“? ko (k) ‘
- Teepassing van de duplicatieformule
Vg 3N sf‘_ IRy
K = 2 \ Z JMMELMW"ZWL
g
Vr | f \|
7 K 4 \
levert E {& ~ i~), | %%.w ) = l.\§
CLK - ,\"/‘-T?w ‘:fi,.m——*"’"""‘”:""r - *!}\? ‘f\;'\ N .,M\..{-.« __.,h ._“.l.ﬂ \:2 - ) '} .
K N . \} - ok
Eol T el
w Y
R } ;ij- 7 A= 2
Py , J 2 \ ‘.
“(“ﬁi_z.{l S A Ll_k;f" p f}k -1 ) aw
"""'7}';‘ 2TLL A
! (”*) k \5,.‘-3/2 ; 7’4‘1{2 ?
= At & \) t ({A} (t41) ol
\" tt J?,H.L D
In dit voorbeela ix cus
7 4
D T ,‘\i \'“'{'421
Uley o wlen-g ) (vt
\{/ %j — iR
I8 )
en we vinden N (1+ ,
2, " T 2 (- /1) Lco shﬁf)(’c o
= “1\321 = = U

wat overeenkomt met de integraslvoorstelling van Poisson voor de Be
functies. - |
Tenslotte x . t“ ) 3’.) 5 i~ (’n % B
= ' T
k. W (Y\q __.‘i - k} f k [

dus vinden we de reeksontw:.kkelln{,

Il i 5, Jere T ”w‘ii‘iﬁu el

T{m k‘[.m%’k) R——
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Beschouwen we alleen de eerste term tussen de haken en nemen we
T(n + K+ i"} i.p.v. de onvolledi&:e sammaiunctie, dan krijgen we

1 K'Z!X - E‘.e - “zk' L - I’Y\-—g"'f k\§
- w:m! ,
\“L?’h‘ k.—o txr(:‘ {w-—j}:‘f’k}'
o 0 k. A
c iy = aeg) ) eg) D)
Jama ks T 7T 1?\ g‘ lz_‘k
N ; . S
© kRl 8] et
=2 Gy 2 ANTRC TS o
Vinz, keo W- Zk
o 1
.2 - 2 . )
:ﬁnw s *) {‘-, 1).1;..3\ ﬂ»hkﬁi
Va1 2, '* 0 {8 t.\

wat de bekende asymptotische resks is,
Men kan de stelling van page. 22 ox de volgende manier general:.beren*

o a .14 h 3. 1"*
Z13 X 2o M2+ >0 an . e 5t (v-1) M.{.jc.f
Hierin stelt \Y(¢) cen functic voor, die in de cirkel |1_+¢|< 1 sen~
waardig en analytisch is, terwijl bovendien binnen die cirkel geldt

; -Re -

PRGN M (LH-H)

waarin P> o0 en ¢ van  onafhankelijke getallen voorstellen die vol-
doen aan Reow.-p - Re ‘1‘50

Zij verder tﬂ q» U = L :w { A)k de machtrecksontwikkeling vai.
WV {t) om het punt 1.

Zij C’I (2)+ ): b 2en runctie, die binnen de cirkel \ \4‘:,
analytisch en ecnwaarmﬂ i8, texrwijl we bovendien onderstellen, dat na
het sanbrengen van cen eiudig aantal coupures langs halfrschten,die
een punt%] met o0 verbincen, i, v) inhet gehele opengesncden % -vlak
analytisch en eenwaardig is. _,

, \ . _h
Dan is de fumectie (z} 54 : bfh 4 in een Z-vlak, dat opengesic -
dan is door coypures aan te bren&bn langs de halfrechten, dic de punte.

& ‘n ,M et met ‘Q'* e verbindsn en langs de halfrech-
A4 AL +u’ﬂ,t . fj..(,‘rtt
ten,die de puntan (f Q‘;}.-»—-— met d 2 o0  verbinden
AL

- een analytischs en denwaardige functie, die voor te stellen is door de

(a+) N N 4 -
integraal \?(’21) = i’?d{"i S CY (z—t (k-i) )'\: o [;t_al)”’ 1\)({;\7)(&

of door de reeks 1) 5
Fe) - v £ (,&k i, G (“l(*"l)u) Loy nﬂﬁ " s

4
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De intesralen zijn hierbij genomen langs integratiewegen, die in

O heginnen, longs de reele as lopen tot -0 [ 9< ¢~ 4) , dan in positie-
ve richting lengs de omtres von cen cirkeltje met streel L en middel-
punt 1, en tenslotte langs de reele as terug near 0. rlerin wordt )
zo klein gekozen, dat binnen ern op de integratie . contour geen singu-
lariteiten van 7 L”«@i‘w’.’:j)‘ii;g{;ezz. ' |
het bewljs is zneloog aan lat van de eerste stellin .,
Is Lovendien gegeven dat lim (.- &t;"‘““’«p (t =0 bij gesehlikt gekozen
£20 , uan ken men i,p.v. @ invoeren

" 1 L »ﬁ“? ‘ N ‘};.‘1+’u'n CoN
a Ly e )T e
W ,i: N
¥en vindt dan, dat ?,} = ﬂ. b 2" analytisen is voort te zot-
ten in een 2 -vlak opcn ¢snedon :Eonr coupures aan te brengen langs
& i
helfrechten, die =f”‘+’* ot B met | o€ verbinlen, ¢n dasr voor
L i
te stellen door } ‘“ ‘
\ ui 1 "“'k‘
v . A , AN ;‘*34.‘, \ h"\: Ry e yro whel FOO TN
L (/,« Vo kel e ) s 2e) COLAIVL (%) de
v"*l_/“ o - Y o

»ij nu y[t)ecn funehiz, dic sowel in de cirkel jti< 4 als in de
eirkel M-t coenwaardig en unalytisch is, Bovendien geldt in dc
oirkel Itl <z NP . Reqs

}A‘ ] {4 a;‘cz\ { .{\
S AT A L
waerin PD:>: 0 , cn in éo oivkel U—ﬂ <1
‘ & i | \‘“Pi ...RC&:L
7 [ wb e -
I (< e ()T
wearin PP, 20 .

Verder alj X cen eomylir gosal mot Re ok > h, + Re qs en ﬁ)
cen complix getal mot R« S p,+ We Go

Met gegeven Q\> 0 en 4.>¢, wasrvan minstens con > ¢ is, defi-

nicrin we nu o M-,

4 > o1 % b
a, = (- t) W) d+
De¢ funetic Q{z}en Gc dmaxbij behorende punten | en de bijbehorendc
coupurcs dcfinicren m cvenels in het voorafgaande., Is dan
F’(m) = & a, ﬁ 2, , dan is dc dcor docze machlrccks gedefini-
cerde functic unn' lytlscn voort tc zotbton in ecn 'z ~vlak, dat openge-
~sncden is door coupures asn t¢ brensen langs de halfrcchben, dic

J' (3\’4#\“’“ met A oc» Vurbmdun, door dc¢ intcgraalvoorstclling

Fa)= | Gm g ) e o)y (9 de
Z) g Xk P ( -k(--t\M)~u'bQ& (‘-‘t)B-M-‘\ e

als dc dc onth.kkw.wgscocfflo3.cntcn aian in

i By e

of d¢ rccks
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Lehter is ook A

a, = g b (4- A N (e cbe

wearin >\(L ) x/Lﬂ 't) in de cirkol\-4k40unwaardlg cn analy-—
tisch ig cn veldoct aan ]X(—b}} <o, (1-14 ) o *:}R““’

med Re [} _ b, - Reg, >0

Dit loevert dan do reeksontwikkeling K '
{\{ 4-1‘('

- p -t
Fla): 38, 8, Glaa(s Y“) Ple) T e
' _Ex BK \( CX (2 E (i—t‘)) 1S “-t )75—1- (MCH'
waarin c¢c 5; de ontwikke 1mfbccuff101aﬂtcn zijn in ‘
(«) = . “\. AT ok
| | ‘x ) i:’:‘& ;«(7 t) \{/(t)~ _?-_xh bk iy

We nemen weer els tocpassing }’K T— (x(?s
Verder Zij/L~‘ =Py za s Bo gt O A = i
We vinden daen ten cerstc weer B ote K

Fla) - S b (o)™ e

D Y I,
= 2 Xk etz Tﬂ(‘/ «)
wclke rocks het karaktcer van cun asymptOulschc recks hceeft voor

|arg Q1‘ <§:§

D¢ tweedo rocksontwikkeling is

Q. )
F {2 “'5 o, CO et "R

oA
Yo is weer kso (-7 \
Tlanxkl  Tosk) 0 (?.i}
W = k*ﬂ”k Z,

als das Xarg (~ 44]{ £ TI  msken we in iederc term van de laatst-
genocomde recks cen foutb élv ven kKlcinere orde in Y, is, dan wclke
term ven de rocksontwikkeling ook, indicn we dc onvollodige Geammas-
functic door de volledige vervangen. Zo krijgon we voor \ar&( E})(II
dc ”QympbOblSChO rcecks

Fle) =5 8, Tk

k Z'}K#\(
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Oplossing van diffcrentievergelijkingen door Faculteltreeksen.

Reschouw de differentievergelijking van de n-lie orde

A
(1) zz &(%+£)M4r+£}w0
{xo
wairin de gl(x) polynomen zijn.
We zullen deze differentievergelijking normaal ncemen als
1° De graad van B, en Py gelijk zijn, bijvoorbeeld p,en die van de
andere 3L$'zeker nieg»hoger

2% 1s dan 3£(x) = m&“&x(x+1)q¢'(x+k-1), dan wordt veronlersteld,
dat Je differuntiaalvergelljking
o R = £ 4 }
@ 3 (e afe™e T T ko
«f«.o - H=e - - -

er één van het Fuchs'se type is, dies één met uitsluiten%ﬁ’punten
"Jer Bestimmtheit”.

Teotrachten nu de differenticevergalijking (1) op te lossen door
voor u(x) de integraalvoorstelling

] (C”‘) -4
(3) M) = o j t St ot
ot G £

r

te substitueren. Door gebruik te maken van

(a+) (a+)
*aem-u)--wm»?q»«}-j 1“""@@3@&:(—.;;& f t’*i""%}"""’?t) elt

gaat (1) over in ;
’ {0 —M ':,; , A =< £ = O

Ben inﬁegraalvocrstelllng (3) voor u zal uua zcker 2on (1) voldoen
als ¢ aan de differentiazlvergelijking (2} veldosie Deze oplossingen
van (2) hebben allen ecn cindige orde in % = 0, ive oij voldoend grote
x zal de integraalvoorstelling (3) inderdons =in helbben.

Opdat echter deze integrnnl geen nvl cplevorid, aulicn We VOOr o oin
singulier punt van (%) moeter nemsn. Beholye t =0 on * =oozijn oiv
nog de punten, die valdoan azn de vergelijking
, " g

(4) Z 9(“& t =0
e ot

Dage of ’\‘:j:o en qu,,f,:){:o y.vinden we in het algemscn, dus n-van

deze punten, en bovendien, weer in het algemeen, in ell van die punten

een blabehorende singuliere oplossing ¢ (t) veon de differentianlverge~
lijking. Daar dan

{1+
‘b
o
in een faCnltnltreﬁkﬂ te ontwikkelen vindt men bovendien, aan de hand

van hun asymptotisch gedrag, dat de gevonden n oplossingen onafhanke-
lijk zijn.
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Is daarentegen een speciale wasrde van a bijvoorbeeld een dubbel-
wortel van de vergelijking (4), dan zal men in het algemeen ook twee
bijbehorende singuliere oplossingen ¥ (%) vinden en men hovdt het ge-~
wenste aantal onafhankelijke oplossingen u(x) van de differentieverge-
lijking.

Lastiger wordt het echter als bij een opiossing t = a van (4) geen
in dat punt singuliere s)(t) behcort. Zen extreem geval krijgt men bij-
voorbeeld, als

. R, tay = € R
en dus :
Uk » & Yok
In dat geval wordt de verﬂalljking (4)

(41 poett
kw

terwijl men de dlfferentlaalveruellgklng (3) kan schrijven als
Tv 'y h ; ,
~ {, % SECERE Y G £
> {en¥ gttt et of
Rw0 4,»

(21) St R L
Z =1 3& % ) =Q
=0 -

De oplossingen van deze differentiaalvergelijking zijn de functies
?(t) ;.tr waarin ? bepaald wordt door

(-*i)q A | {PMB Sﬁ-—ﬁew):c

'}""

A,

Aes 0
of wel P, (- p)

Voor geen van deze oplossingen is een oplossing van de vergelijking
(4') een singulier punt. Dat er toch oplossingen u(x) van de differarn-
tievergelijking (1) zijn, die voor te stellen zijn in de vorm (3) blijkt
aldus: v X

«x&x)a3§$13 is ecen oplossing van de differen-
tievergelijking, mits o voldoet aan

z @,?, ‘-7}:.:%'}

Dit blijkt direct door subsiitwtie in de differentisvergelijking.
Waar de P (X> een polynogn is, bliikt direct, dat w(x) in de vorn

:"\3'&\
A(x) = o Lo @ity &t

ig te schrijven.
Is bijvoorbeeld B, (%) = (X~ Xx-F) - (¥-§a) , met alle 8,
verschillend, dan ¢q

' S

— & T e ey
= 37 “2 %l G-t x §




w
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Pt CL’AA
A+
x £
M}F
: 3 U-x-i { \ - Aﬁ_‘u\g,{?g}uy H’”tv
— N ; K
vy S (g,”i;}'”\gz‘ g'n}

J
O LAl r 2 N
o (Brg) (8- m) J
_ 38{ B o dem (E -0 e e
(f(t) = {(‘%,-Ea,)w(%r%m'} § ey g7 T mag nemen.

De oorzask van deze moeilijkheid ligt hierin, dat de eis waaraan Lf’(t)
moest voldoen lwnidde

4

¥

L) i ! ) l&
. Ml LN -
1 !Zig‘fﬂ AT ) 2oy T A=
A 0 Lee
waaraan niet alleen voldaan is, als P(t) aan de differentiazl (2) vol-
doet, maar oQk als men deze docy een algemenere vervangt, waarin het

zodat men

rechterlid nul door een willekeurige binnen en op de contonr van boven-
staande integraal, met de uitzondering van t = 0, reguliere functie
wordt vervangen. In 1 = 0 moet deze functie een eindige crde hebbeu
(of orde{:—- - 08 ), Deze functie H(t) noecmende krijgt men dus

k ¥ ki, M (T
Z(-:) o;’o&?ﬁ \S,, ) = *"4.
i by £ -H
- e ?
De homogene vergelijking had de 0plcssa.r.\gen <59= t , waarin Sa,vol-
doet san P (—f) = 0, dei. dus 0--§,, €951~ §m+ Past men dus de
methode van variatie der constanten toe, om de inhomogene vergelijking

op te lossen, dan vindt men, als (.f (t)= > € ¢ (tHt” Feworas gesteld
@i‘ i‘”fil 4+ “}*Q{ff;‘. t—%P:G
Sk o TIN e d s
§’€}t» fz ) 7pp s (-1 > % & 'yzl'v:;bl
%(%ﬁ«)e’it i & ?p(if ) c’,’; TP, o ¢/t -wf,é

(gt(vﬁ}-i-i}‘f"( g, +Pp- &)(j t ; S+ E'f’ ?rp-i—l) 3# T~3)Q/ t § -o

&p )P H(D
¢, (g1 (g 4p-0)¢ L L %#(?Pﬂ%F*Z)C’ tL ;wzjht

< ) g I A {#
}f"‘{% Yoo 3!,, fv “ aLfng'ie

-

Daar J een enkelvondig nulpunt van Z @g—t moet zijn, geldt dus in de
omgeving van
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r~ H (t) » :515; + in de.omgeving Van't:jfregé'

g't Sﬂ@'tz N liere functie y/(t)

(- )

Oploss1ngen van het bovenstaande vergellgklngstelsel levert
-l

L~ & 9

<§/ iz &~ M

o' @ﬁ/ (- 3’)"”+X{w it

= 2

* (§1 o | g;

b « .,

of

waarin de ;X((t) in de omgeving van t =J7 regulier zijn.
Tenslotte

€ t
@1:‘@ j % w \ (.t) Eﬁ:t
(%~ %) %rwgm; :

waarin de (+) in de omgeving van t = regulier zijr.
De nu gevonden vorm van ?(t) stemt met de reeds eerder gevondene
OVEeTreen,




